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Tangenten - som vejviser

Tangentens haldning kaldes differentialkvotienten. Tangenten angiver en retning for grafens videre forlgb,

hvilket betyder, at man kan bruge tangenten som en slags 'vejviser’ for grafen et stykke frem.

P4 grafen for funktionen f(x) = x2 nedenfor er indtegnet tangenten i rgringspunktet (0,5; 0,25).

! (0.5,0.25)
Pa tegneserien nedenfor kan man aflaese forskellen mellem et punkt pa parablen og et punkt med samme

x-koordinat pa tangenten og konstatere, at forskellen er ‘lille’, hvis punktet ligger "teet’ pa tangentens

rgringspunkt, og ‘stor’, hvis punktet ligger ‘langt’ fra rgringspunktet.
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Det betyder alts3, at tangentlinjen er en god tilnaarmelse til grafen "taet’ pa rgringspunktet, og at den ’langt’

fra rgringspunktet bliver en darligere og darligere tilnaermelse.

Hvis x vokser med Ax, vil y-koordinaten for punktet pa tangenten vokse med Ay = a - Ax. Det er dermed

Ax, der skal vaelges tilpas’ lille, hvis tilnaermelse med tangenten skal virke.
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Kender man en formlen for tangentens haeldning alle steder i planen kaldes denne ligning en fgrste ordens

differentialligning.

Eksempel 1

Differentialligning 1: y' = 2 - x, hvor symbolet y’ angiver tangentens haldning og udtales 'y maerke’.

Differentialligningen angiver, at tangenshaldningen alle steder i planen er det dobbelte af rgringspunktets
x-koordinat.
At Igse differentialligningen betyder at finde den funktion, hvis graf alle steder har tangenthaldning lig med

det dobbelte af x-koordinaten for rgringspunktet.

Denne disciplin kaldes i matematik ’at Igse en differentialligning’ og er et meget vigtigt emne med stort

anvendelsesomrade.

Imidlertid kan vi med ideen om tangenten som ‘vejviser’ finde tilnaermede Igsninger til differentialligninger.
Lad os prgve:

Udgangspunkt: Py(0,0)

1.trin: Tangentens haldning i punkt Py (0,0) er: y’ = 2 -0 = 0, altsd en vandret tangent.

Nu beslutter vi at ga Ax = 1 frem langs tangenten. Dermed kommer man til punktet (0 + 1,0+ 0-1) =
(1,0).

Dette punkt kaldes P;(1,0), og de to punkter forbindes med et linjestykke.
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| punkt P;(1,0) beregnes igen tangentens haldning y’ = 2 -1 = 2, og igen gar man Ax = 1 frem langs
tangenten.

Dermed kommer man til punktet (1 + 1,0 +2-1) = (2,2).

Opgave 1
1) Fortseet et skridt mere og bestem punkt : P, (x, y)

2) Gentag’gaturen’ fra startpunktet Py(0,0) med Ax = 0,5 langs tangenten.

Lgsningen til differentialligningen y’ = 2 - x med start i P,(0,0) er f(x) = x?
3) Indtegn punkterne fra fgrst og anden ‘gatur’ langs tangenterne sammen med Igsningkurven y = x?

4) Kommentér forskelle.
Opgave 2

Differentialligning 2: y' = —1,5 - x? + 1 med udgangspunkt: Py(—3; 14,5)

1) Beregn en tilnzermelse til Igsningskurven ved tangentmetoden med Ax = 1 og 8 skridt.

2) Gentag beregningen med Ax = 0,5 og 16 skridt.
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Lgsningen til differentialligningen ¥’ = —1,5 - x? + 1 med udgangspunkt: Py(—3; 14,5) er f(x)=
—-05-x3+x+4

3) Indtegn punkterne fra fgrst og anden ‘gatur’ langs tangenterne sammen med Igsningkurven y =
—05-x3+x+4

4) Kommentér forskelle.

Differentialligninger i fysik
Udgangspunktet i mekanik er ofte Newtons 2.lov: F,..c = m - a, hvor accelerationen er lig med tangentens

haldning pa grafen for hastigheden v(t). Det betyder, at hvis man kender den resulterende kraft F..g, kan
accelerationen beregnes % = a og dernaest med tangenten som ’vejviser’, en ny hastighed et ‘gjeblik’

senere bestemmes.

Pa denne made kan hastigheden beregnes til alle (fremtidige) tider alene ud fra en kraftanalyse. Med

kendskab til hastigheden kan banekurven optegnes (Se senere).
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Udgangspunktet er derfor nu en (start-)hastighed v(t), hvor argumentet er et klokkeslzet t.

. oo F, , , I
Dernaest udregnes accelerationen fra ligningen % = a, og man 'flytter’ sig et tidsinterval At langs

tangenten med haldning a. Dermed @ndres hastigheden med st@rrelsen Av = a - At, og den nye hastighed

er:v(t+At) =v(t) +Av=v(t) + a- At
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Opgave

lada=g = —9,82?2

5) Bestem hastigheden v(t) med tidsintervaller pa At = 1s for t € [0,5] og starthastighed v(0) =
0m/s

6) Hvilken type beveaegelse beskrives med differentialligningen?
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